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บทที ่6

 

การเปลี่ยนรูป : วิธีงานเสมือน

6.1 ความนํา

 

ในป ค.ศ. 1717 จอหน เบอรนุยลี  (John Bernoulli)  ไดทําการพัฒนา “วิธีงานเสมือน
(method  of  virtual work)”    ขึ้นมาเพื่อใชคํานวณการเปลี่ยนรูปของโครงขอหมุน    คาน
และโครงขอแข็ง   ซึ่งจัดเปนวิธีที่ใชไดอยางทั่วไป   แนวคิดของวิธีงานเสมือนมีพื้นฐานมาจาก
กฎของการอนุรักษพลังงาน   ซึง่เปนการพจิารณางานทีเ่กิดขึน้เนือ่งจาก ระบบจนิตภาพของแรง

 

ในโครงสรางสมดลุ   งานเนือ่งจากแรงจนิตภาพ  เรยีกวา  “งานเสมอืน”  และแรงจนิตภาพเรยีกวา

 

“แรงเสมือน”  ในตําราเลมนี้จะอธิบายถึงการเปลี่ยนรูปในคานเทานัน้

6.2 กฎของงานเสมือนของเบอรนุยลี
“พิจารณางานภายนอกซึ่ งเกิดจากแรงเสมือนหนึ่ งหนวยกระทําที่ โครงสรางใน

สภาพสมดุลซึ่งเคลือ่นไป เนือ่งจากการเปลีย่นรูปดวยระบบน้ําหนักบรรทุกจรงิ จากกฎของการ
อนุรักษพลังงาน   งานภายนอกนี้จะเทากับพลังงานเครียดภายใน ซึ่งเกิดจากแรงเสมือนภายใน

 

กบัการเปลีย่นรปูจรงิ”

 

วิธีงานเสมือนนี้มีชื่อเรียกอื่นวา   วิธีน้ําหนักบรรทุกหนึง่หนวย (unit-load method)

6.3 การหาระยะเคลื่อนที่ของคานดวยวิธีงานเสมือน

 

พจิารณารปูที ่6.1

 

รูปที่ 6.1  พฤติกรรมของคานเมือ่รับน้ําหนกับรรทุก
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คานรับน้ําหนักบรรทุกดังรูปที่ 6.1 (ก)  ตองการทราบคา yO

 

 ที่จุด O   โดยสมมุติคานนี้

 

มหีนาตัดสีเ่หลีย่มผืนผา   จากวิธงีานเสมือน ใหใสน้ําหนกับรรทุกเสมือน 1 หนวยทีจ่ดุ O ดังรปูที่

 

6.1 (ข)


 

   งานเสมือนภายนอก    We   =   1 yO (6.1)
สมมุติวาแรงตามแนวแกน   แรงเฉือน    และแรงบิดที่เกิดขึ้นภายในคานมีคานอยมาก

จึงไมนํามาคิด   จะพิจารณาเฉพาะแรงดัดเทานัน้

 

พจิารณารปูที ่6.1 (ค)      คานความยาว dx ใดๆ   วดัจากปลายดานซายเปนระยะทาง  x  และ
dA   =   b  dy

 

ให   m      เทากับโมเมนตดัดที่ระยะ x  ใดๆ  เนื่องจากน้ําหนักบรรทุกเสมือน  1 หนวย

 

กระทําที่จุด O 

 

 ดังนั้น แรงดัดเนือ่งจาก m ในแตละแถบยอย ของหนาตัดคาน  (u)  ดังรูปที่ 6.1 (ง)
จะไดวา

dA
I
mydAσu 

 

ให M  เทากับโมเมนตดัดที่ระยะ  x  ใดๆ  เนื่องจากน้ําหนักบรรทุกจริง  ดังนั้น  การ

 

เปลีย่นรปูตามแนวยาวเนือ่งจาก M ในแตละแถบยอยของหนาตดัคาน จะไดวา

dx
EI
Mydx

E
σdxεδ 
















งานเสมือนภายใน ในแตละแถบยอยของหนาตัดคานคือ
















 dx
EI
MydA

I
my

δuWδ i

งานเสมอืนภายในของแถบหนาตัดคานทัง้หมด หาไดจากการอนิติเกรต  คอื

dxdAy
EI
Mmdx

EI
dAMmy 2

22

2

  

 

เพราะวา  I  =  dAy 2  เทอมทางขวาของสมการดานบนเทากับ   dx
EI
Mm

 

เพราะฉะนั้น  งานเสมือนภายในทัง้หมดของคานชวงความยาวจาก 0 ถึง L  คือ


L
0i dx

EI
MmW (6.2)

 

จากกฎของการอนรุกัษพลงังาน, ie WW 
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 
L
0O dx

EI
Mmy1 (6.3)

หมายเหตุ

 

1. ขอบเขตของการอินติเกรตจะตองเปนฟงกชันที่ตอเนื่อง   นั่นคือ  เมื่อคา M, m, E หรือ I
เกดิความไมตอเนือ่ง   จะตองกาํหนดขอบเขตของการอนิตเิกรตเปนชวงไป แลวจงึรวมคาเขาดวยกนั

 

      พิจารณารูปที ่6.2   ตัวอยางคานรบัน้ําหนกับรรทกุรปูแบบตางๆ และคานมีคา I ไมคงที่

              

 

รูปที่ 6.2  การพิจารณาขอบเขตของการอินติเกรต

 

เมื่อตองการทราบคา  yh

 

 นั่นคือ  ใสน้ําหนักบรรทุกเสมือน  1 หนวยที่จุด  h    ดังรูปที่  6.2  (ข)

 

การแบงชวงขอบเขตของการอินทิเกรตจะตองแบงเปน a ถึง b,  b ถึง c,  c ถึง h,  h ถึง d,  d ถึง e,  e

 

ถึง f   และ  f   ถึง g

 

2. ถาผลลัพธของการอินติเกรตเปนบวก   แสดงวาทิศทางของระยะแอนเปนทิศทางเดียวกับ

 

น้ําหนักบรรทุกเสมอืน 1 หนวย

 

3. น้ําหนักของคานถือวามีคานอยมาก เมื่อเทียบกับน้ําหนักบรรทุกที่มากระทํา จึงไมนํามา
พจิารณา
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ตัวอยางที ่6.1

 

  จงคํานวณหาระยะแอนทีจุ่ด A ของคานรับน้ําหนักบรรทุกดังรปู ในเทอมของ EI



 

วิธีทํา  ใสน้ําหนักบรรทุก 1 หนวย ทีจุ่ด A ดังรูป (ข)

 

หาสมการ M จากรปู (ก) และสมการ m จากรปู (ข) จะไดวา

 

จาก  A  ถึง  C  (0  m   ถึง   9  m)

 

M  =  -5x      และ     m   =   -1x

 

แตเนือ่งจาก  I  มีคาไมตอเนือ่งตลอดชวงคาน ดงันัน้ ตองแบงชวงการอนิทเิกรตเปน  จาก A ถงึ  B

 

และ จาก  B ถึง  C  ดังนั้น จากสมการที่ (6.3)

Aδ1 = 









9C
4B

4B
0A dx

)I2(E
Mmdx

EI
Mm

= 



 9

4
4
0 dx

EI2
)x1)(x5(

dx
EI

)x1)(x5(

=
9

4

34

0

3

EI6
x5

EI3
x5



=  )49()4(2
EI6
5 333 

Aδ = 
EI
83.660 ตอบ
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ตัวอยางที ่6.2

 

  จงคํานวณหาระยะแอนที่จดุ B  ของคานรับน้ําหนักบรรทุกดังรูป

 

           กําหนด EI  =  1.6  x  108   T-cm2

วธิทีํา

 

ใสน้ําหนกับรรทกุเสมอืน 1 หนวยทีจุ่ด B

 

หาสมการ M และสมการ m

 

จาก A  ถึง B  (0 m ถึง 3 m)
M   =   -1.4x ,   m   =   +0.4x
Mm = -0.56 x2

 

จาก B  ถึง C  (3 m ถึง 5 m)
M   =   -1.4x -  4(x-3)   =   -5.4x + 12 ,  m   =   +0.4x - 1(x-3)   =   -0.6x + 3
Mm = (-5.4x + 12) (-0.6x + 3)

= 3.24x2 - 16.2x -7.2x + 36
= 3.24x2 - 23.4x + 36

 

จาก D  ถึง C  (0 m ถึง 2.5 m)
M   =   -6x ,   m   =   0,  Mm = 0

ดังนั้น

Bδ1 =   
5
3

23
0

2

EI
dx36x4.23x24.3

EI
dx)x56.0(

=
5

3

233

0

3

x36
2
x4.23

3
x24.3

EI
1

EI3
x56.0











     Bδ =  722.18784.105
EI
1

EI
04.5

 =
EI
4.14



= 0.09   cm   ตอบ
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6.4 การหาคามุมลาดของคานดวยวิธีงานเสมือน
เราสามารถใชวิธีงานเสมือนคํานวณหาคามุมลาดที่ตําแหนงใดๆ ในคาน      โดยการใส

 

โมเมนตคูควบเสมือน (virtual couple) 1 หนวย  ณ  ตําแหนงนั้น     แทนการใสน้ําหนักบรรทุก

 

เสมือน  พิจารณารูปที ่6.3

 

รูปที่ 6.3  การหาคามุมลาดของคานดวยวิธีงานเสมือน

 

ให  m

 

  เทากับโมเมนตดัดที่ตําแหนง x ใดๆ   บนคานเนื่องจากโมเมนตคูควบเสมือน 1

 

หนวย  กระทําทีจ่ดุ O (จุดทีต่องการทราบคา) ดังนัน้
งานเสมือนภายนอก    Oe 1W θ

งานเสมือนภายใน       



L
0i dx

EI
mMW

 

เพราะวา        We    =    Wi

เพราะฉะนั้น 



L
0O dx

EI
mM1 θ (6.4)
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ตวัอยางที ่6.3  จงหาคามมุลาดทีป่ลายอสิระของคานรบัน้ําหนกับรรทกุดงัรปู

 

       กําหนด E = 2 x 106 

 

 ksc   และ  I  =  60 000  cm4

วธิทีํา

 

ใสโมเมนตคูควบเสมอืน 1 หนวยทีป่ลายอสิระ

M  =  -x2 ,    m+1
Mm  =   -x2

 

จากสมการ (6.4)

A1 θ = 
L

0 dx
EI
mM      =          

4
0

2

EI
dxx     =     

4

0

3

EI3
x



=
EI3
64

      =         
)00060)(10x2(3

)100)(1000(64
6

2

        =          - 1.78 x 10-3

    Aθ    =     1.78 x 10-3      rad    ตอบ
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แบบฝกหัด

คานรับน้ําหนกับรรทุกดังรูป

 

1. จงคํานวณหา  aและ  b       

 

กําหนด E = 2 x 106 

 

 ksc   และ  I  =  80 000  cm4

 

2.  จงคํานวณหา   c    

 

กําหนด E = 2 x 106 

 

 ksc   และ  I  =  100 000  cm4

 

3.  จงคํานวณหา   b    

 

กําหนด E = 2 x 106 

 

 ksc   และ  I  =  60 000  cm4

 

4.  จงคํานวณหา   C    

 

กําหนด E = 2 x 106 

 

 ksc   และ  I  =  150 000  cm4

 

5.  จงคํานวณหา   dและ  b    

 

กําหนด E = 2 x 105 

 

 ksc   และ  I  =  540 000  cm4


